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   چکیده
شبی در  لانچستر  و  ایهی باز  ازیسهمعادلات  نیر  مدلسازی  جنگ  جمعیت  جنگی هو دینامیک    ای 

ند با در نظر گرفتن  وانتیم این معادلات  .  ای فراوانی داردهد درگیر در مناطق عملیاتی کاربر  ایهه گرو
ای دشمن تخمینی را از جمعیت دو گروه در آینده  هو ای خودی و نیرهو عواملی چون نرخ تلفات نیر

تمام محاسبات انجام شده در این  ،  با این حال.  فراهم سازد و نیروی پیروز جنگ را مشخص کند
اتی اتفاقدر حالی که  .  یردگیای جمعیتی صورت مهکدینامی  ی اه ا با توجه به تغییرات لحظهل مد 

نیرننواتی مست  اهکه در گذشته رخ داد آینده  باشند  اهود در تعیین وضعیت   نبه همی.  تاثیر گذار 
مقاله  ،  منظور  این  مشتقات کسریدر  از  استفاده  با  تا  داریم  معادلات  ،  قصد  در  را  حافظه  مکانیزم 

ددی استفاده شده در این  شمای ع . از بعد نظامی آن را مورد آنالیز قرار دهیم لانچستر اضافه کنیم و
آدامز که  -مولتن   -مقاله یک شمای چندگامی کسری  است  کاپوتو  مشتقات کسری  برای  بشفورث 

نتایج بدست آمده در  .  ازی کندسهواند با پایداری و دقت بالا مسائل معادلات دیفرانسیل را شبیتیم
،  لانچستر و استفاده از حافظه در مدلهد که کاهش مرتبه مشتق در معادلات  دی این مقاله نشان م

 . ندکی پیدا م  افزایشای عادی  هل نرخ تلفات نسبت به مد 
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 مقدمه  

از با از هزار سال است که مردم  برای تجزیه و تحلیل  ه یزبیش  ا استفاده  هحلهتوسعه را  مشکلات وا 
بین.  نندکیم این  باز،  در  از  منظور شبیه یاستفاده  به  استراتژ سه ای جنگ  با هدف    ی های ازی  جنگی 

یک بازی ،  به طور کلی.  ]37[  ستاه برتری یافتن در میدان جنگ بسیار مورد توجه و استفاده قرار گرفت

شبی،  جنگ یا  و  از  ای ازسهمدل  است  اعمالی  آن  در  که  نبرد  نیز ه لپروتک،  اههروی،  میدان  و  ا 
را وان تخمینی از رویه جنگ  تیم  نو با استفاده از آ   ند اهازی شدسهای نظامی پیاده ویرای نهی استراتژ

ای جایگزین و حل ههارائه را،  اههای جنگ فرصتی برای آزمایش فرضی هی باز.  ]42[  بدست آورد
ایی را برای  هتفرص  همچنین .  ]37[  ندنک یم ای در نظر گرفته شده فراهم  هیمشکلات استراتژ

وضعی مدهتدرک  توسعه  و  آینده  احتمالی  تصمی هلای  سازگارگ مای  وضعی  یری  آن  راهتبا    ا 
م ده.  ]3۶[  دنهدیارائه  مد،  گذشته  ایهه در  از  قدرت هلاستفاده  در  را  تحولی  توانست  ریاضی  ای 

برای این مدای جنگ ایجاد  هیباز قابلیت استفاده در شرایط پیچیده را  . ]۵3[  ا فراهم کند ه لکند و 

ای دینامیکی  هلند مداهای جنگ مورد استفاده قرار گرفتهیکه بسیار در باز  ا هلیک دسته از این مد

 .  ]33[، ]۶[ ستاهبودن جنگ در میداای درگیر هنیگا استعدادتوزیع 
نیر  دینامیکی ای  هلمد ته وتوزیع  از گذشته  پژوهشگران ،  نونکاا  و  دانشمندان  از  بسیاری  توجه  مورد 

لانچستر یک دانشمند معروف انگلیسی بود که اولین بار توانست یک مدل دینامیکی را .  ]4[  ستاهبود

نیر جمعیت  اندازه  دهدهو برای  ارائه  جنگ  در  درگیر  م.  ]33[  ای  مدل  این  از  استفاده  وان تیبا 

شبیهر فزاامنر منظور  به  مختلفی  باسه ای  حوزهزازی  از  یکی  که  داد  ارائه  جنگ  کاربرههای  ای هدای 
کرد  سازی  فزار طراحی استراتژی پیادهام وان یک نرتیبه عنوان مثال م.  صنعتی و تجاری این مدل است

د به راهبر پیشنهاد  ای موجوهی ای لانچستر بهترین استراتژی را از بین استراتژهلکه با استفاده از مد
م.  دهد نرتیاز سویی دیگر  پیادهام وان  تاکتیکی  تاکتیک سازی  فزاری  بتوانیم  آن  از  استفاده  با  کرد که 

آوریم بدست  را  دشمن  بر  کاربر.  پیروزی  از  دیگر  نره دیکی  این  م هر فزاامای  نیرتیا  آموزش  ای هوواند 

ای ههوان به عنوان روشی در تحلیل دادتیهمچنین م.  ]1[ای مختلف نظامی باشد  ههمختصص در حوز

. ]2[ای پارامتری استفاده کرد  هلا به عنوان مده لاوی از این مدکهای مبتنی بر داد هشنظامی در رو

 :  ]33[ این مدل یک دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی خطی به صورت زیر است
 

(1 )  

{
 
 

 
 
𝑑

𝑑𝑡
𝐴(𝑡) = −𝑅𝐵𝐵(𝑡),               𝑅𝐵 > 0,

𝑑

𝑑𝑡
𝐵(𝑡) = −𝑅𝐴𝐴(𝑡),                𝑅𝐴 > 0,

𝐴(0) = 𝐴0, 𝐵(0) = 𝐵0,
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آ در  نیروهای    𝑅𝐵و    𝑅𝐴ن  که  تلفات  نرخ  ترتیب  و  𝐵و    𝐴به  بیانگر    𝐵0و    𝐴0  هستند  ترتیب  به 

را   𝐵و    𝐴ای  هواندازه جمعیت نیر  𝐵(𝑡)  و  𝐴(𝑡)  هستند  و همچنین  𝐵و    𝐴ای  هو جمعیت اولیه نیر

بالا توجه طیف پذیری  این معادله دیفرانسیل به دلیل سادگی و نیز تفسیر.  هندد ینمایش م  𝑡در لحظه  

دانشمندان از  نظامی هه حوز وسیعی  و    ]1۹[،  ]8[شناسی  زیست ،  ]27[  اقتصادی،  ]34[  ای 

به صورت زیر   وانتیم( را  1مدل بیان شده در معادله ).  ستاهبه خود جلب کرد  را  ]32[شناسی  اپیدمی

 :  تبدیل کرد

 

(2 )  
𝑑𝐴(𝑡)

𝑑𝐵(𝑡)
=
𝑅𝐵
𝑅𝐴

𝐵(𝑡)

𝐴(𝑡)
, 

 
و انتگرال گیری از دو طرف معادله خواهیم    𝑅𝐴𝐴(𝑡)𝑑𝐵(𝑡)با ضرب کردن طرفین معادله در  حال  
 : داشت

 

(3 ) 
𝑅𝐴∫ 𝐴(𝑡)𝑑𝐴(𝑡)

𝐴(𝑡)

𝐴0

= 𝑅𝐵∫ 𝐵(𝑡)𝑑𝐵(𝑡)
𝐵(𝑡)

𝐵0

, 

 :  هد دیکه نتیجه م

 

(4 )  
𝑅𝐴(𝐴0

2 − 𝐴2(𝑡)) = 𝑅𝐵(𝐵0
2 − 𝐵2(𝑡)).  

 

 وان تیمدر هر لحظه از زمان  ،  به عبارت دیگر.  ]2۵[،  ]23[  لانچستر گویند  یقانون مربع ،  به این قاعده 

گرو از  یکی  جمعیت  داشتن  درگیرههبا  زد،  ای  تخمین  را  دیگر  گروه  مدل  .  جمعیت  آاین  تش  بیانگر 

و    جنگنده و غیره(،  تانک،  )مانند استفاده از موشک  استدر میدان جنگ  درگیر    یگانمستقیم بین دو  

اید به این نکته توجه اما ب.  تخمین آینده اندازه جمعیت هر گروه تنها به اندازه کنونی مدل بستگی دارد

اما این .  مشخصی از افراد کشته خواهند شدداشت که فرض مدل آن است که با هر با انجام آتش تعداد  

.  ای دفاعی استفاده کندهرزیرا ممکن است با فرد زخمی شود و یا از سپ.  هدد یفرض در واقعیت رخ نم

وان تیبنابراین یکی از نقاط ضعف اصلی این مدل در نظر گرفتن یک محیط قطعی برای نبرد است که م
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تصادفی رن آ عبارت  یک  گرفتن  نظر  در  با  کرد  ا  برطرف  مدل  دیگر.  در  حالات،  از طرف  از  برخی  ،  در 

)مانند استفاده از آتش    ندکیا استفاده م ه وای غیر مستقیم برای ایجاد تلفات در نیرهکدشمن از تاکتی

با    وانتیممعادلات لانچستر را    ازمدل  این  .  که معروف به آتش غیر مستقیم است  توپخانه و خمپاره(

 : ]۶[ استفاده از فرم غیرخطی زیر بیان کرد

 

(۵ )  

{
 
 

 
 
𝑑

𝑑𝑡
𝐴(𝑡) = −𝑅𝐵𝐴(𝑡)𝐵(𝑡),               𝑅𝐵 > 0,

𝑑

𝑑𝑡
𝐵(𝑡) = −𝑅𝐴𝐴(𝑡)𝐵(𝑡),                𝑅𝐴 > 0,

𝐴(0) = 𝐴0, 𝐵(0) = 𝐵0.

 

 
مربع قانون  مع  وانتیم،  ی مشابه  فرمبه  این  برای  مشابهی  تعادلی  لانچستر  ادله  معادلات  دست   نیز  از 

 : به صورت زیر است و ]۵0[ به آن قانونی خطی لانچستر گویند یافت که

 

(۶ )  
𝑅𝐴(𝐴0 − 𝐴(𝑡)) = 𝑅𝐵(𝐵0 − 𝐵(𝑡)).  

 
فرضی از  مدههیکی  مهم  بیانه لای  )1)  معادلات   در  شده   ای لانچستر  و  ایجاد  ۵(  نرخ  که  است  آن   )

این فرضیه کمی دور از واقعیت   اما.  ودشیای درگیر در طول زمان ثابت در نظر گرفته مهنتلفات یگا
در نتیجه مدل لانچستر با ضرایب .  واند در طول زمان تغییر کند تینرخ تلفات م،  است و در میدان نبرد

ارائه شد که   از تعمیوابسته زمان  واند برای تیو م  ]۵1[  لانچستر است  معادلات   ای مهم همیکی دیگر 

بیان شود  تش مستقیمآ زیر  از دو صورت  یکی  به  مستقیم  غیر  آتش  نبر.  یا  برای  آتش  هدبنابراین  ای 
 :  مستقیم داریم

 

(7 )  

{
 
 

 
 
𝑑

𝑑𝑡
𝐴(𝑡) = −𝑅𝐵(𝑡)𝐵(𝑡),               𝑅𝐵 > 0,

𝑑

𝑑𝑡
𝐵(𝑡) = −𝑅𝐴(𝑡)𝐴(𝑡),                𝑅𝐴 > 0,

𝐴(0) = 𝐴0, 𝐵(0) = 𝐵0.
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 : ای با آتش غیر مستقیم خواهیم داشتهد نبر همچنین برای

 

(8 )  

{
 
 

 
 
𝑑

𝑑𝑡
𝐴(𝑡) = −𝑅𝐵(𝑡)𝐵(𝑡)𝐴(𝑡),               𝑅𝐵 > 0,

𝑑

𝑑𝑡
𝐵(𝑡) = −𝑅𝐴(𝑡)𝐴(𝑡)𝐵(𝑡),                𝑅𝐴 > 0,

𝐴(0) = 𝐴0, 𝐵(0) = 𝐵0,

 

بیان  ه لمد،  دیگر  از طرف از یک تاکتیک ،  شده مبتنی بر این اصل هستند که هر دو یگان درگیرای 
م استفاده  برای جنگ  یا غیر هر دو یگان  ،  به عبارت دیگر.  نندکییکسان  از یک نوع آتش ) مستقیم 

م استفاده  است.  نندکیمستقیم(  ممکن  باشند  هکتاکتی  اما  متفاوت  نا  در  ناه ،  تیجهو  نبرد  راز  ت میک 
ی که  باشیم  یگاداشته  از  دیگریا  هنکی  و  مستقیم  آتش  تاکتیک  مستقیم  از    از  غیر  آتش  تاکتیک 

 : ]10[ ودشیمعادلات لانچستر به صورت زیر بیان ما هدبرای اینگونه نبر، بنابراین. نداستفاده ک

(۹ )  

{
 
 

 
 

𝑑

𝑑𝑡
𝐴(𝑡) = −𝑅𝐵𝐵(𝑡),               𝑅𝐵 > 0,

𝑑

𝑑𝑡
𝐵(𝑡) = −𝑅𝐴𝐴(𝑡)

𝐵(𝑡)

𝐵(0)
,                𝑅𝐴 > 0,

𝐴(0) = 𝐴0, 𝐵(0) = 𝐵0,

 

همچنین .  نند کیاز آتش غیر مستقیم استفاده م  𝐴ای  هواز آتش مستقیم و نیر  𝐵ای  هوکه در آن نیر
مد نبرهلمشابه  برای  لانچستر  مدل  تیم ،  رازتمهای  هدای  برای  زیر  شکل  به  تعادلی  معادله  یک  وان 

 : بدست آورد رازتمههای نا در لانچستر نب

 

(10 )  
𝑅𝐴
2
(𝐴0

2 − 𝐴2(𝑡)) = 𝑅𝐵(𝐵0
2 − 𝐵0𝐵(𝑡)).  

ای گذشته معرفی  هلای دیگری از این مدل در ساهعتوسی،  ای بسیار زیاد این معادلههدبا توجه به کاربر

ند که اهنویسندگان معادلات لانچستر را برای سه گروه درگیر توسعه داد  ]30[در  ،  برای مثال.  ستاهشد

یک دستگاه معادله دیفرانسیل با سه تابع مجهول داریم و سپس با صفر شدن    𝒕𝟏ن ابتدا تا زمان  در آ

دستگاه معادلات تبدیل به یک دستگاه با دو تابع مجهول ،  𝒕𝟐  ای درگیر در زمانههیکی از گروجمعیت  
پیدا   ادامه  مسئله  دینامیک  و  شد  جمعیت .  ند کیمخواهد  توزیع  همچنین  معادلات  این  توسعه  با 

علاوه  .  مدلسازی کرد  وانتیم  را  ]۶[ای هوشمند  هگ جن  و  ]2۹[ای نامنظم  هگ ای درگیر در جنهویرن
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بعد  ،  معادلات لانچستر وجود دارد که در آن علاوه بر بعد زمانی اندازه جمعیتی دیگر از  اهدست،  بر این
ست و معادله قادر است تا مکان توزیع جمعیت را نیز اهمکانی اندازه جمعیت نیز به معادلات اضافه شد

 . ]44[، ]28[، ]21[ در طول زمان تقریب بزند
در ، به بیان دیگر.  عدم وجود مکانیزم حافظه است، لانچسترای اصلی در معادلات هتدییکی از محدواما 

تنها به حالت کنونی سیستم وابسته است و سیستم هیچگونه ،  هر لحظه از زمان حالت آینده سیستم
ای هنیگاواقعی    ایهددر حالی که در نبر.  ه است نداردآن افتاد  یا ی از اتفاقاتی که تا کنون براهحافظ

نه  ،  وند شیو غیره مواجه هستند که سبب م  کاهش روحیه،  تلفات،  ون خستگیدرگیر با مواردی همچ
وجود ،  بنابراین.  ای قبلی سیستم نیز در آینده آن اثر گذار باشند هتتنها حالت کنونی سیستم بلکه حال

آسیب دیدگی و نیز ،  مدل بتواند اثرات خستگی  ود تاشیای لانچستر سبب مه لمکانیزم حافظه در مد
ازی بهتر و  سه شبی  ود را در نظر بگیرد و در نتیجهشیا م هوروحیه را که باعث افت عملکرد نیرکاهش  

ای بازی جنگ به هی ازسهداشته باشیم و شبیرا  ای اتخاذ شده در بازی جنگ  هی ری از استراتژ تقدقی
نبرد نزدی با  ،  به همین خاطر.  ر باشندتکواقعیت میدان  از مفهوم در این مقاله سعی داریم تا  استفاده 

به مدلسازی مکانیزم حافظه در مدل بپردازیم و سپس دینامیک مدل کسری را با  ،  مشتق کسری کاپوتو
نماییمدین مقایسه  کسری  غیر  مدل  است  .  امیک  ذکر  به  منظور لازم  به  کسری  مشتقات  از  استفاده 

سیست در  حافظه  ساهممدلسازی  در  دینامیکی  اخیه لای  توجهای  مورد  بسیار  گرفته  ر  در   قرار  و 
مدهه حوز به  حافظه  کردن  اضافه  برای  چارچوب  این  از  مهندسی  و  علوم  مختلف  دینامیکی  هلای  ای 

 . ]4۹[، ]1۶[ ستاهاستفاده شد
ای مرتبط در این حوزه خواهیم  هردوم به بررسی کابخش در. ساختار ادامه این مقاله به صورت زیر است

مقدمات حسابان کسری ،  پیشنهادی ارائه شده در این مقاله خواهد بودسوم شامل روش  بخش  .پرداخت
مدلسازی ،  سپس.  بررسی خواهیم کردبخش  در اینرا  ا  ه نای آهت ای مشتق کسری و خاصیه رو عملگ

را  ر  لانچستمعادلات   معادلات لانچستر هستند  کلی  که صورت  مکسری  و  دی ارائه  نظامی  هیم  بعد  از 
و   تحلیل  قرارمورد  و    بررسی  داد  شمایخواهیم  بهچندگامی    یک  عددی   ازیسه شبیمنظور    را 

رفتار ،  با ارائه چند مثال عددی  چهارمبخش  در.  ارائه خواهد شدبخش  در پایان این  ای کسریهکدینامی
و    ردازیمپ یم  این  یری از این پژوهشگهنتیجپایانی به  بخش  و در  دل بیان شده را بررسی خواهیم کردم
 .  ارائه خواهیم داد ای آتیهشند پیشنهاد برای پزوهچ

 ای مرتبط هرکا 
از مد هلدر سا استفاده  اخیر  برای  هلای  پدیای کسری  ،  ای فیزیکی گوناگون در فیزیک )(هدتوصیف 

نکته حائز اهمیت در این .  ستاه علوم اعصاب )( و غیره مورد استفاده قرار گرفت،  مدیریت )( ،  اقتصاد )(
.  ا آن است که تعریف مشتق کسری استفاده شده باید با فیزیک مسئله تعریف شده سازگار باشدهلمد

کاپوتو قبیل مشتق  از  بسیاری  ریمان،  به همین خاطر مشتقات کسری  آتانجانا ،  مشتق  و  -مشتق  بالنو 
طالعه همچنین م.  ا برای مدلسازی مسائل مختلف استفاده کردهن وان از آتیکه م اند  غیره معرفی شده

ای اخیر توجه دانشمندان بسیاری هلای پژوهشی است که در ساههعددی معادلات کسری یکی از حوز
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ای عددی هش مطالعات متعددی پژوهشگران به ارائه رو در،  به عنوان مثال.  را به خود جلب کرده است

ماتری لژاندر ه سمبتنی  نظیر  متعامدی  توابع  پایه  بر  عملگر  ژاکوبی    ]14[چبیشف  ،  ]47[  ای   ]1۵[و 

پرداخت  کسری  دیفرانسیل  معادلات  حل  با    ]40[در  ،  نداه برای  کسری  دیفرانسیل  معادلات  حل  برای 

ای عصبی مصنوعی  هه از شبک    ]41[،  ]22[ست و در  اهای بردار پشتیبان بررسی شدهش استفاده از رو

 .  ستاهمعادلات دیفرانسیل کسری استفاده شدسازی برای حل و شبیه 
ای گذشته برای تحلیل و بررسی  هلاس  دینامیک جمعیت در  لای مختلفی از مدهه دست،  طرف دیگراز  

سیستهم سیست معروفهمای  که  است  گرفته  قرار  استفاده  مورد  جمعیتی  قابلیت هنآ  ترین  ای  که  ا 
مد آتش  هلمدلسازی  با  لانچستر  یا  ای  مدمستقیم  دارد  نیز  را  مستقیم  شکاره لغیر  شکارچی  -ای 

حوز.  هستند از  بسیاری  در  و  دارد  لانچستر  مدل  با  زیادی  بسیار  شباهت  مدل  مورد  هه این  علوم  ای 

ای دو گروه شکار و شکارچی در زمان به صورت هتدر این مدل جمعی.  ]1۹[  ستاهاستفاده قرار گرفت

وان با استفاده از نرخ تولد  تیود که در آن مشییک دستگاه معادلات دیفرانسیل مرتبه اول مدلسازی م
از .  وان بدست آوردتیو مرگ شکارچی و نیز تولد و مرگ شکار جمعیت هر دو گروه را در هر زمان م

شیب برای  بیولوژی  به  مدل  سلوسه این  جمعیت  اندازه  شبیهلازی  مبحث  در  یا  و  سرطانی  ازی سهای 
گرفتهت جمعی قرار  استفاده  مورد  بیماری  ناقل  بی.  ستاهای  مرور  مدل تشبرای  این  با  رابطه  در  ر 

بهتیم کنید  ]۵4[  وانید  دیگر.  مراجعه  سویی  علاقه ،  از  مورد  بسیار  نیز  معادله  این  عددی  مطالعه 

 .  ستاها بیان شدهشی از این رواه( خلاص1ای اخیر بوده است که در جدول )هلدانشمندان در سا

 شکارچی -ای شکار هل بر روی مد( پیشینه تحقیقات عددی انجام شده  1جدول )

 روش  مدل سال . 

 ای لژاندر ههطیفی مبتنی بر پای  ای بزرگ ههشکارچی در دامن -شکار 2013 ]۹[

 ای اسپلاین ههجایگذاری مبتنی بر پای  شکارچی کسری -شکار 2018 ]43[

 مولتن -آدامز شکارچی کسری تاخیری -شکار 201۹ ]3[

 ای متناهی غیر استاندارد هلتفاض شکارچی کلی -شکار 201۹ ]7[

 ای برنشتاین هکاویلر و موج  شکارچی کسری -شکار 2020 ]31[

 آشفتگی هموتوپی شکارچی همراه با مهاجرت شکار -شکار 2020 ]4۵[

 تفاضل متناهی  شکارچی کسری چند بعدی -شکار 2021 ]3۹[

 لاگر ای مدال ههطیفی مبتنی بر پای  شکارچی کسری با بازخورد -شکار 2021 ]۵[

مطالعات از  برخی  در  آتانجانا،  همچنین  نظیر  کسری  مشتق  دیگر  انواع  با  مدل  یا    ]20[بالنو  -این  و 

 .  مطالعه شده و رفتار آن مورد تحلیل و بررسی قرار گرفته است ]2۶[ فابریزیو-مشتق کسری کاپوتو

 روش پیشنهادی  
 مروری بر حسابان کسری 
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ای هرحسابان مرتبه صحیح در نظر گرفت که در آن عملگ  مبه عنوان تعمی  وانتیم حسابان کسری را  
م تعریف  حقیقی  دلخواه  مرتبه  هر  از  انتگرال  و  نام.  وندشیمشتق  به  مشتقات کسری  که  اهپیشینه  ی 

سال   در  لایبنیتز  به  با  1۶۹۵هوپیتال  نحوه مزنوشت  و  مفهوم  درباره  هوپیتال  نامه  آن  در  که  یگردد 

بودتعریف   کرده  سوال  لایبنیتز  از  نیم  مرتبه  با  مشتق .  ]4۶[،  ]38[مشتق  عملگر  تعریف  منظور  به 

به     𝑛  به طور کلی عملگر انتگرال مرتبه.  کسری ابتدا نیاز است تا عملگر انتگرال کسری را تعریف کنیم
 :  ودشیورت زیر تعریف مص

(11 ) 𝐼𝑡
𝑛

0 𝑓(𝑡) = ∫ ∫ ∫ …
𝜏2

0

∫ 𝑓(𝜏𝑛)
𝜏𝑛−1

0

𝜏1

0

𝑡

0

𝑑𝜏𝑛𝑑𝜏𝑛−1…𝑑𝜏1

=
1

(𝑛 − 1)!
∫

𝑓(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)
𝑑𝜏

𝑡

0

.  

کسری   حالت  به  عملگر  این  تعمیم  منظور  ب  وانتیمبه  که  گاما  تابع  صورتاز  Γ(𝑧)  ه  =

∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑧−1𝑑𝑠
∞

0
مت   فاکتوریلشیعریف  تابع  جای  به  تابع  این  جایگذاری  با  و  کرد  استفاده  ،  ود 

 : ] 38[به صورت زیر بدست خواهد آمد  گرال کسریعملگر انت

(12 ) 
𝐼𝑡
𝛼𝑓(𝑡) =

1

Γ(α)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0
0
𝑅𝐿 , 

حال با در دست داشتن این  . گویند 𝛼از مرتبه لیویل -عملگر انتگرال کسری ریمان، که به این عملگر
 : عملگر مشتق کسری را به دو صورت زیر تعریف کرد وانتیمعملگر 

𝐷𝑡:  لیویل-عملگر مشتق کسری ریمان ✓
𝛼

0
𝑅𝐿 𝑓(𝑡) =

𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
( 𝐼𝑡

𝛼
0
𝑅𝐿 𝑓(𝑡)) 

𝐷𝑡 :  عملگر مشتق کسری کاپوتو ✓
𝛼  𝑓(𝑡) = 0

𝐶 𝐼𝑡
𝛼

0
𝐶 (

𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
 𝑓(𝑡)) 

 : ]38[ ودشیلیویل به صورت زیر تعریف م-عملگر مشتق کسری ریمان، به بیان دیگر

(13 ) 𝐷𝑡
𝛼  𝑓(𝑡) =  

1

Γ(𝑚 − 𝛼)

𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
∫

𝑓(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼−𝑚+1
𝑑𝜏

𝑡

0
0
𝑅𝐿 ,   𝑚 − 1 < 𝛼

< 𝑚 ∈ ℕ, 

 : ]38[ و نیز عملگر مشتق کسری کاپوتو برابر است با
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(14 ) 𝐷𝑡
𝛼 𝑓(𝑡) =  

1

Γ(𝑚 − 𝛼)
∫

𝑓(𝑚)(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼−𝑚+1
𝑑𝜏

𝑡

0
0
𝐶 ,   𝑚 − 1 < 𝛼 < 𝑚

∈ ℕ.  

از تعریف مشتق کسری کاپوتو و   یک جمع ،  تفسیر فیزیکی آن مشخص است این تعریفهمانطور که 

د بیانگر حافظه در مدل  وانتیمبنابراین  .  است  𝑡تا    0  از زمان،  تابع  𝑚مشتق مرتبه  مقادیر  وزن دار از  

دیگر.  باشد بیان  که،  به  صورتی  0  در  < 𝛼 < مشتق  1 لحظ،  این  اول    یا هتغییرات  مرتبه  )مشتق 

اثر تمام تغییرات از لحظه ،  به همین خاطر.  ندکیمرا با استفاده از انتگرال تجمیع    𝑡تا    0از زمان    تابع( 

  افظه در مدل باشد د ابزاری برای بیان حوانتیمدر این مشتق وجود دارد و از این طریق    𝑡تا لحظه    0

است.  ]24[ ذکر  به  ریمان  لازم  مشتق  و  کاپوتو  مشتق  در -که  و  دارند  مشابهی  بسیار  خواص  لیویل 

همچنین رابطه زیر بین دو مشتق .  نند کیای نامتناهی و یا نیمه نامتناهی همانند یکدیگر رفتار مه افض

 :  ]38[ لیویل و کاپوتو برقرار است-ریمان

(1۵ ) 
𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡) =0

𝑅𝐿 𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡) +∑

𝑓(𝑘)(0+)

Γ(1 + 𝑘 − 𝛼)
(𝑡)𝑘−𝛼

𝑛−1

𝑘=0

0
𝐶 .  

ای دیگری نیز برای عملگر مشتق هفتعری،  لیویل و کاپوتو-علاوه بر دو تعریف ریمان،  لازم به ذکر است
بالنو -ا به عملگر مشتق کسری آتانجاناهناز بین آ وانتیم ست که اهای گذشته ارائه شدهلکسری در سا

کاپوتو یا  ) -و  کرد  اشاره  علاقمند  فابریزیو  بند  وانتیمخوانندگان  مرور  عملگبرای  روی  بر  ای ه ریشتر 

به   و  بخش  در.  (نندمراجعه ک  ]۵2[کسری  به معرفی  خواهیم    لانچستربررسی معادلات کسری  بعدی 

 .  پرداخت و تفسیر آن را بیان خواهیم کرد

 ل کسری لانچستر مد
که  بررسی رفتار مدل کسری لانچستر استازی و سهاین پژوهش شبی از هدف، همانطور که مطرح شد

ای آتش  ه مراز و مکانیزتهماای نهگکه در آن جن. هددیمکانیزم حافظه را در مدل مورد مطالعه قرار م
 : ازی استسهمستقیم و غیر مستقیم قابل پیاد 

(1۶ ) 
{

𝐷𝑡
𝛼 0

𝐶 𝐴(𝑡) = −𝑅𝐵(𝑡)𝐹1(𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡)),

𝐷𝑡
𝛼  0

𝐶 𝐵(𝑡) = −𝑅𝐴(𝑡)𝐹2(𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡)),

𝐴(0) = 𝐴0, 𝐵(0) = 𝐵0,

 

آن   در  دهند   𝐵(𝑡)و    𝐴(𝑡)که  نشان  ترتیب  درگیرجمعیت    هبه  یگان  اگر  .  هستند  دو 

𝐹1(𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡)) = 𝐵(𝑡)    و 𝐹2(𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡)) = 𝐴(𝑡)   ( نشان دهنده نبرد  1۶معادله )،  باشد

,𝐹1(𝐴(𝑡)اگر  ،  متقارن با آتش مستقیم است 𝐵(𝑡)) = 𝐹2(𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡)) = 𝐴(𝑡)𝐵(𝑡)  باشد  ،
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,𝐹1(𝐴(𝑡)مستقیم است و اگر    تش غیردهند نبرد متقارن با آنشان   𝐵(𝑡)) ≠ 𝐹2(𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡)) 
،  یمهمانطور که در زمان تعریف مشتق کسری کاپوتو متذکر شد .  نشان دهنده یک نبرد نامتقارن است

در   حافظه  نوعی  بیانگر  تعریف  دیگر.  ]24[مدل  این  بیان  عملگر،  به  تمام  ،  این  از مجموع  استفاده  با 

لحظتغییر زماناه ات  تا  زمان   از  را مشخص  ،  ی  لحظه کنونی  تغییرات .  ندکیمتغییرات  روند  بنابراین 
ا از لحظه اول تا لحظه کنونی در مشخص کردن اندازه جمعیت در گام بعدی بسیار موثر هتاندازه جمعی

برای مثال در .  ندکیمدینامیک جمعیت را در میدان جنگ بیان  از  تر  این مدل تفسیری واقعی.  است
،  ای خودی صدمه وارد کرده استهونظر بگیرید که در لحظه پیش دشمن با نرخ بسیار زیادی به نیر

ا و نیز کاهش توان رزمی را هن کاهش روحیه در آ،  د تاثیراتی مانند خستگی در افرادوانتیماین صدمه  
ای مرتبه صحیح تنها اندازه جمعیت لحظه هلاما مد.  در آینده جنگ موثر استدر پی داشته باشد که  

هد که امری غیر واقعی است و افراد درگیر در جنگ همواره دیینی آینده مدل اثر مبشکنونی را در پی
𝛼همچنین اگر  .  تحت تاثیر اتفاقات گذشته هستند = ( به یک معادله از مرتبه صحیح 1۶معادله )  1

از مدل حذف خواهد شد ( فرم 1۶)  به همین خاطر مدل کسری.  تبدیل خواهد شد و مکانیزم حافظه 
توان بیشتری در تبیین دینامیک جمعیتی    ست و در نتیجهاهای لانچستر بیان شدهلتعمیم یافته مد

 .  ای درگیر داردهونیر

 کسری امی  گدای چنهشرو

رو از  شبیهشیکی  و  حل  در  قدرتمند  دیفرانسیلسهای  معادلات  عددی  چندگامی  هشرو،  ازی  ای 
ا تقریب تابع مجهول در نقاط گسسته متساوی الفاصله در داخل هشاساس کار این دسته از رو .  هستند

است تاریخچهشرو.  ]11[  دامنه  چندگامی  از  اهای  بسیاری  حل  در  و  دارند  طولانی  مورد ی  مسائل 

در ،  ای عملگر مشتق کسریه یبه دلیل پیچیدگ،  ای چندگامی کسریهشاما رو.  نداه استفاده قرار گرفت
توجه قرار گرفتهلسا بیشتر مورد  اخیر  و شماه ای  نوع هاست  این  تقریب  برای  متفاوتی  ای محاسباتی 

 مولتن -آدامز،  ]12[  بشفورث-آدامز،  ]3۵[  آدامز  به شمای  وانتیمست که از جمله آن  اهه شدعملگر ارائ

-بشفورث-ی آدامزاهدر این مقاله از شمای دو مرحل.  اشاره کرد  ]۵۵[  و یا شمای مرتبه سه آدامز  ]17[

،  شمای مورد نظر به منظور ارائه  .  نیمکین ما بیارنمولتن استفاده خواهیم کرد که در ادامه به تفصیل آ
 :  فرم کلی معادلات دیفرانسیل کسری را به صورت زیر در نظر گرفت وانتیم

(17 ) 
{

𝐷𝑡
𝛼  0

𝐶 𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)),

𝑦(𝑘)(0) = 𝑦0
(𝑘)
,     𝑘 = 1, 2, … ⌈𝛼⌉.

 

. ⌉  که در آن این معادله دیفرانسیل مقدار اولیه را به صورت  وانتیم. نشان دهنده تابع سقف است ⌈
 :  یک معادله انتگرال ولترا به صورت زیر بازنویسی کرد

(18 ) 
𝑦(𝑡) = ∑

𝑡𝑘

𝑘!

⌈𝛼⌉−1

𝑘=0

𝑦0
(𝑘)
+

1

Γ(𝛼)
∫
𝑓(𝜏, 𝑦(𝜏)) 

(𝑡 − 𝜏)1−𝛼
𝑑𝜏

𝑡

0
.  
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ای متفاوتی  هاشم  وانتیم ای متفاوت برای انتگرال ظاهر شده در فرمول بالا  هبحال با استفاده از تقری
جمله انتگرالی را با استفاده از قاعده ضربی  ،  ینی کنندهبشبرای بدست آوردن شمای پی.  را بدست آورد

 :  ]13[ هدد یم ه مستطیلی تقریب خواهیم زد که نتیج

(1۹ ) 
𝑦𝑃(𝑡𝑛+1) = ∑

𝑡𝑛+1
𝑘

𝑘!

⌈𝛼⌉−1

𝑘=0

𝑦
0
(𝑘) +

1

Γ(𝛼)
∑𝛽𝑗,𝑛+1

𝑛

𝑗=0

𝑓 (𝑡𝑗, 𝑦(𝑡𝑗)), 

 :  که در آن

 

(20 ) 
𝛽𝑗,𝑛+1 =

𝛿𝑡𝛼

𝛼
((𝑛 + 1− 𝑗)𝛼 − (𝑛− 𝑗)𝛼).  

پیوانتیم ،  بنابراین مقدار  مجهول  بشیم  تابع  کننده  زمان  𝑦(𝑡)ینی  در  این  با    𝑡𝑛+1  را  از  استفاده 

شمای تصحیح کننده دست خواهیم  ی به  اهسپس با استفاده از قاعده ضربی ذوزنق.  فرمول بدست آوریم 

 :  ]13[ یافت که به صورت زیر است

 (21 ) 

𝑦(𝑡𝑛+1) = ∑
𝑡𝑛+1
𝑘

𝑘!

⌈𝛼⌉−1

𝑘=0

𝑦0
(𝑘)

+
𝛿𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 2)
[𝑓(𝑡𝑛+1, 𝑦

𝑃(𝑡𝑛+1))

+∑𝜆𝑗,𝑛+1

𝑛

𝑗=0

𝑓 (𝑡𝑗, 𝑦(𝑡𝑗))], 

 :  که در آن

(22 ) 
𝜆𝑗,𝑛+1

= {

𝑛𝛼+1 − (𝑛 − 𝛼)(𝑛 + 1)𝛼                                            𝑖𝑓 𝑗 = 0,

(𝑛 − 𝑗 + 2)𝛼+1 + (𝑛 − 𝑗)𝛼+1 − 2(𝑛 − 𝑗 + 1)𝛼+1         𝑖𝑓 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛,
1,                                                                                              𝑖𝑓 𝑗 = 𝑛 + 1,

 

 : ]۵۵[، ]18[ به صورت زیر نوشت وانتیمرا  کسری چندگامی ای عددی هشرو، به طورکلی

(23 ) 
∑𝜃𝑗𝑦𝑛−𝑗

𝑘

𝑗=0

= ℎ𝛼∑𝜔𝑗𝑓(𝑡𝑛−𝑗, 𝑦𝑛−𝑗)

𝑛

𝑗=0

, 
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 .  یم از تعریف زیر استفاده کنیموانتیمبه منظور تعیین مرتبه یک روش چندگامی 

𝐶0،  گویند اگر و تنها اگر  𝑝یک روش خطی چند گامی را مرتبه  :  (1-۴تعریف )  = 𝐶1 = ⋯ =

𝐶𝑝 = 𝐶𝑝+1و   0 ≠  : به طوری که داشته باشیم. 0

 

(24 ) 
𝐶𝑝 =∑[

𝑗𝑝𝜃𝑗

𝑝!
−
𝑗𝑝−1𝜔𝑗
(𝑝 − 1)!

] ,

𝑘

𝑗=0

   𝑝 = 0, 1, 2, … 

-مولتن -نتیجه گرفت که مرتبه همگرایی روش آدامز  وانتیم( و نتایج بدست آمده  1با توجه به تعریف )
 همچنین این روش از پایداری بالایی برخوردار است  است و  2شده در این مقاله از مرتبه  بشفورث ارائه  

از  .  ]13[ استفاده  دلیل  همین  محی  شرواین  به  در  محیهطعددی  مانند  واقعی  نظامیهطای  ،  ای 

،  پایداری بالا و همگرایی مناسب  علاوه برزیرا این روش ، هدد می نشانارجحیت بالای روش ارائه شده را 
 . از سرعت اجرای بسیار خوبی برخوردار است

 ا ههتجزیه و تحلیل داد 
این ارائه شده  ازیسهشبیچند  بخش   در  رفتار مدل  از  آدامز،  عددی  الگوریتم  از  استفاده  -شفورثب-با 

داد خواهیم  ارائه  را  شم.  مولتن  از  استفاده  با  کنندهبشپی  یابنابراین  در -ینی  ارائه  کننده  تصحیح 
در تمامی  .  خواهیم کردسازی  کسری ارائه شده را در شبیه  نچستر( رفتار مدل لا21و )  ( 1۹ای )هلفرمو

𝛅𝒕ا مقدار  هلمثا = 0. 𝑻  ست و مسئله تا زماناهدر نظر گرفته شد  01 = و یا زمانی که نبرد    10
برابر بخش  مثال ارائه شده در این  چهارهمچنین شرط اولیه هر  .  ستاهشد  ازیسهشبی،  پیدا کند خاتمه  
 :  است با

 
 𝐴(0) = 1, 𝐵(0) = 2.  

باید توجه کرد این .  است  2برابر    𝐵  ایهو و جمعیت اولیه نیر  1برای    𝐴ای  هوبنابراین جمعیت اولیه نیر
ه نشان دهند  کنفر است بل  متشکل از دو  2نفر و گروه  متشکل از یک    1روه  عداد به آن معنا نیست که گ

بعد از استفاده از شمای عددی ارائه شده  .  و یا تیپ باشد  واند گردانتیدرگیر است که م ای  هنواحد یگا
 .  ای درگیر در طول زمان بدست خواهد آمده ناندازه جمعیت هر یک از یگا، (1۶ازی مدل )سه و شبی

 1مثال 

ندی آن بلیریم که فرموگیمدل لانچستر کسری نبرد متقارن با آتش مستقیم را در نظر م،  در مثال اول 
 : به صورت زیر است
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(2۵ ) 
{

𝐷𝑡
𝛼  0

𝐶 𝐴(𝑡) = −𝑅𝐵(𝑡)𝐵(𝑡),

𝐷𝑡
𝛼  0

𝐶 𝐵(𝑡) = −𝑅𝐴(𝑡)𝐴(𝑡),

𝐴(0) = 1, 𝐵(0) = 2

 

𝑅𝐴(𝑡)که در آن   = 𝑅𝐵(𝑡) = رفتار این مدل  .  نرخ تلفات هر دو گروه درگیر برابر است،  بنابراین.  1

𝜶به ازای مقادیر  = 𝟏, 𝟎. 𝟗𝟓, 𝟎.  .  ( به نمایش در آمده است1در شکل )  𝟗

 

 
𝜶( به ازای مقادیر  ۲۵معادله )سازی  نتایج شبیه (1شکل )  = 𝟏, 𝟎. 𝟗𝟓, 𝟎. نمودار خط  که در آن  𝟗

𝜶پیوسته برای   = 𝜶نمودار خط منقطع برای  ، 𝟏 = 𝟎. 𝜶و نمودار نقطه چین برای   𝟗𝟓 = 𝟎.  . است 𝟗
𝜶)  با کاهش مرتبه مشتق،  همانطور که قابل مشاهده است → و  ند  کیخاتمه پیدا م تر  نبرد زود  (𝟎

کاهش مرتبه مشتق به به معنی آن است که مدل . هنددیای پیروز میدان کمتر تلفات م هوهمچنین نیر
بی میزان  به  ).  استفاده کندری  تشاز حافظه گذشته خود  نشان م1شکل  اثر دی(  میزان  افزایش  با  هد 
نیر مستقیم  آتش  مدل  در  گروه  هوحافظه  متر  زود  𝑨ای  نیز .  ورندخیشکست  واقعیت  در  پدیده  این 

گروگنای از  یکی  در  تلفات  نرخ  ایجاد  با  که  است  تفسیر  قابل  سایر ههونه  در  روحیه  میزان  درگیر  ای 
کاهشهونیر نیز  م پ   ا  شدکییدا  خواهد  گروه  آن  تلفات  نرخ  افزایش  باعث  که  افزایش  .  ند  با  بنابراین 
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مدل در  حافظه  اثر  نشانتیم،  میزان  کسری  مرتبه  مدل  که  دید  کهدمی  وان  عوامل تمی  هد  با  وان 
 .  دیگری در صحنه نبرد نرخ تلفات را در نیرو دشمن افزایش داد

 ۲مثال  
مورد بحث با آتش غیر مستقیم را    رازتمهای  هد لانچستر کسری برای نبرمدل  ،  این مثال قصد داریم در  

 : قرار دهیم که فرم آن به صورت زیر است

(2۶ ) 
{

𝐷𝑡
𝛼 0

𝐶 𝐴(𝑡) = −𝑅𝐵(𝑡)𝐴(𝑡)𝐵(𝑡),

𝐷𝑡
𝛼  0

𝐶 𝐵(𝑡) = −𝑅𝐴(𝑡)𝐴(𝑡)𝐵(𝑡),

𝐴(0) = 1, 𝐵(0) = 2

 

𝑅𝐴(𝑡)  که در آن = 𝑅𝐵(𝑡) = این  1 برابر    و  یگان  تلفات هر دو  نرخ  است که  آن  .  است  1بیانگر 

𝛼رفتار این مدل به ازای مقادیر   = 1, 0. 8, 0.  .  ( به نمایش در آمده است2در شکل )  6

 
نمودار خط پیوسته در آن  که  α=1, 0. 8, 0. 6 ریمقاد  یبه ازا(  ۲۶معادله )سازی  ه یشب جی نتا ( ۲)شکل

𝜶برای   = 𝜶نمودار خط منقطع برای  ، 𝟏 = 𝟎. 𝜶و نمودار نقطه چین برای   𝟖 = 𝟎.  .  است 𝟔

( در شکل  داده شده  نشان  مرتبه مشتق2نتایج  کاهش  با  که  است  آن  بیانگر  زود،  (  حالت تر  مدل  به 
از  .  همچنین با کاهش مقدار مرتبه مشتق شاهد کاهش تلفات در هر دو یگان هستیم .  سدریتعادلی م 
مسویی   بیان  را  نظامی  مهم  اصل  یک  نمودار  این  و  کیدیگر  مستقیم  آتش  اهمیت  از  نشان  که  ند 

از آتش غیر مستقیم  هونیر مانند حملات توپخانه و  ای زمینی دارد و آن اصل آن است که با استفاده 
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دشمن را نابود کرد و بعد از مدتی درگیری توان رزمی هر  یووان به طور کامل نیرتیباران و غیره نمبمب

(  1( با نتایج شکل ) 2در اینجا با مقایسه نتایج شکل ).  دو یگان به حالت پایداری تبدیل خواهد شد
مستقیم آتش  مدل  در  که  رسید  خواهیم  نتیجه  این  افزایش  ،  به  مدل  با  در  حافظه  اثر  میزان 

ند در حالی که در مدل آتش غیر مستقیم این  کییش پیدا م افزا  𝑨ای گروه  هومیزان تلفات نیر
م پیدا  کاهش  کاهش  تلفات  نبرد  .  ندک یمیزان  یک  که  است  آن  دهنده  نشان  موضوع  این  که 

از آتش غیر مستقیم نم  با استفاده  به دشمن وارد کند و  تیطولانی مدت  تلفات زیادی را  واند 
پس در  .  یم حتی از نظر اقتصادی به صرفه نباشدشاید بعد از مدتی ادامه نبرد با آتش غیر مستق 

بتوان   تا  داد  قرار  بررسی  مورد  را  نبرد  هنگام  در  استفاده  مورد  استراتژی  همواره  باید  نتیجه 
 .  بالاترین راندمان را در صحنه نبرد داشت

 ۳مثال 

این مثال نبررفتار مدل لانچستر  ،  در  برای  ناه هد کسری  بندی یریم که فرمولگیرا در نظر م  رازتمای 
 : این مدل به صورت زیر خواهد بود

(27 ) 

{
 

 
𝐷𝑡
𝛼 0

𝐶 𝐴(𝑡) = −𝑅𝐵(𝑡)𝐵(𝑡),

𝐷𝑡
𝛼  0

𝐶 𝐵(𝑡) = −𝑅𝐴(𝑡)𝐴(𝑡)
𝐵(𝑡)

2
,

𝐴(0) = 1, 𝐵(0) = 2

 

𝑅𝐴(𝑡)  نرخ تلفات هر دو یگان برابر است با که در آن  = 𝑅𝐵(𝑡) = رفتار این مدل به ازای مقادیر  .  1

𝛼 = 1, 0. 9, 0. مشابه  ،  هند دمی  همانطور که نتایج نشان.  ( به نمایش در آمده است3در شکل )   8
)مدل لانچستر   1اما در مقایسه با مثال  .  ند کیخاتمه پیدا متر  نبرد زود،  با کاهش مرتبه مشتق،  1مثال  

خاتمه نبرد کاهش پیدا کرده است که این موضوع بیانگر آن است راز با آتش مستقیم( زمان  تمنبرد ه

 .  نندکیراز خاتمه پیدا م تمای ههدری نسبت به نبرتهراز در زمان کوتا تهماای ن هدکه نبر
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که در آن نمودار خط   α=1, 0. 9, 0. 8 ری مقاد یبه ازا ( ۲۷معادله )سازی  ه یشب جی نتا ( ۳)شکل

 . است α=0. 8 یبرا نیو نمودار نقطه چ α=0. 9 ینمودار خط منقطع برا ،  α=1 یبرا  وستهیپ

 ۴مثال    
پایانی با آتش  ،  در مثال  نبرد متقارن  برای یک  زمان  به  تلفات وابسته  با نرخ  را  مدل لانچستر کسری 

 : مستقیم در نظر میگیریم که معادله آن به صورت زیر است

(28 ) 
{

𝐷𝑡
𝛼 0

𝐶 𝐴(𝑡) = −𝑅𝐵(𝑡)𝐵(𝑡),

𝐷𝑡
𝛼 0

𝐶 𝐵(𝑡) = −𝑅𝐴(𝑡)𝐴(𝑡),

𝐴(0) = 1, 𝐵(0) = 2

 

𝑅𝐴(𝑡)که در آن   = 𝑒
−0.3𝑡    و𝑅𝐵(𝑡) = 𝑒

−0.1𝑡  نرخ تلفات هر دو یگان در  که بیانگر آن است که
 رفتار این مدل به ازای مقادیر .  استتر  سریع   𝐴ند و این کاهش برای گروه  کیطول زمان کاهش پیدا م
𝛼 = 1, 0. 9, 0.  . ( به نمایش در آمده است4در شکل )  8
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که در آن نمودار خط   α=1, 0. 9, 0. 8 ریمقاد  یبه ازا(  ۲۸معادله )سازی ه یشب جی نتا (۴)شکل

 . است α=0. 8 یبرا نیو نمودار نقطه چ α=0. 9 ینمودار خط منقطع برا ،  α=1 یبرا  وستهیپ
این   از  آمده  بدست  نتایج  مقایسه  م در  مثال یک  با  زمان خاتمه تیمثال  که  گرفت  نتیجه  وان 

طولانی و  اهشدتر  نبرد  زمان  ست  گذشت  با  یگان  دو  هر  تلفات  نرخ  که  است  آن  دلیل  به  که 
 .  ر خواهد شدتیند و در نتیجه مدت زمان نبرد طولانکیکاهش پیدا م

 یری و پیشنهادهاگهنتیج 
شکارچی  -لانچستر را به عنوان حالتی خاص از مدل کسری شکاردر این مقاله سعی شد تا مدل کسری  

شود بیان  را  آن  نظامی  تفسیر  و  شود  مشتق .  ارائه  از  استفاده  با  معادله  در  حافظه  مکانیزم  همچنین 
به ،  مولتن-بشفورث-عددی چندگامی به نام آدامز  به علاوه با ارائه یک روش.  ستاهکسری مدلسازی شد

نتایج بدست آمده  .  مورد تحلیل و بررسی قرار گرفت  شد و رفتار مدل  ه مطالعه عددی این معادله پرداخت
م   ازیسه شبیاز   نشان  مدل  م دیرفتار  مدل  رفتار  تغییر  معادله کسری سبب  که  و  شیهند  سرعت ود 

  طرفاز  .  مدل است  نتیجه اضافه شدن مکانیز حافظه به  موضوعکه این    هددیخاتمه نبرد را افزایش م
هرچند  .  استاین نتایج بیانگر پایداری و دقت مناسب الگوریتم عددی استفاده شده در این مقاله  ،  دیگر

از برخی  و همچنین  مطالعه  این  در  مورد   ازیسهشبی،  دیگر  مطالعات  که  خوبی  به  معادله  این  عددی 
قرار گرفت بررسی  و  کاربر.  ستاهمطالعه  اهمیت ه داما در  از  نیز  پارامتر مدل  مبحث تخمین  نظامی  ای 
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پارامت از روی داد هر بالایی برخوردار است و باید در مطالعات آتی به مبحث تخمین  ای نیز ه های مدل 
 . توجه شود
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